CUITOS SIMPLES EN REG N EST ONARIO SENOID

1.- Introduccion

1.1.- Formas de onda senoidales

La funcién senoidal: f(t) = E, sen (ot + @) es una funcién periddica.
donde: E, = Amphtud
® = Pulsacion

(ot + @) = Angulo de fase
¢ = Angulo de fase inicial

El periodo T satisface la relacién:

@aT=2xn, lhego:T=2n/lc = o=2n/T=2=nf

El estado o valor de esta funcién queda definido por el argumento (ot + @). Por este motivo se
acostumbra a expresar la fase o la diferencia de fase de fases por medio de valores angulares, en
lugar de hacerlo mediante valores de t. Es fécil pasar de valores angulares a valores de tiempo,
puesto que el periodo T corresponde a 2 n radianes.

Para abreviar, ¢l dngulo de fase se suele denominar simplemente fase.

1.2.- Razones para la utilizacién de la corriente alterna senoidal

Razones tedricas:

Si una red eléctrica, constituida por clementos lineales, se excita mediante una fuente de
tension o de intensidad senoidal, las tensiones o intensidades que se originan en todas las
partes de la red, pasado un corto periodo transitorio, son también senoidales. Estas funciones
se diferencian entre si y de la funcién de excitacién, a lo sumo en sus amplitudes y fases, pero
tienen todas la misma frecuencia.

Si se suman dos o mis funciones senoidales, de la misma frecuencia, pero de amplitudes y
fases arbitrarias, la funcion resultante es una senoide de la misma frecuencia.

La onda senoidal es la tinica que conserva su forma al derivarla o integrarla, cualquiera que

sea el nimero de veces que se repita una u otra operacion. En realidad de esta y de la anterior
propiedad se deduce la primera.

El estudio de circuitos en corriente alterna senoidal adquiere generalidad con la posibilidad
que tienen las funciones periddicas de ser desamrolladas en series de Fourier. Es mis,
cualquier funcién del tiempo puede expresarse mediante una suma de funciones senoidales, a
través del desarrollo en series de Fourier, sin mas que considerar €l periodo de la funcion tan
grande como se quiera.

Razones prdcticas:

e Generaci6n. Facilidad de generacién de una tensién altemna senoidal mediante un alternador.

Es posible construir grandes generadores de comriente alterna, de modo que su coste de
construccién y sus gastos de explotacién por Kw resulten reducidos.
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Circuitos en régi estacionario

¢ Transformacién. En corriente continua no existen transformadores, sin embargo la comiente
alterna es muy facil de transformar con rendimienfos muy altos. Con ello, es posible el

transporte econdémico de energia eléctrica como cormriente alterna a grandes dlstanmzs,
valiéndose de altas tensiones de transporte.

Los elevados rendimientos de transporte que pueden alcanzarse con comriente alterna, hace que
sea econdémico producir energia eléctrica en grandes canfidades en una tmica central para
distribuirla luego sobre un extenso territorio.

1.3.- Generacion de una tension senoidal

Supongamos un campo magnético uniforme en €l que gira una bobina de N espiras a una
velocidad angular constante o rad/seg. Sea T el periodo y f= 1/T la frecuencia.
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Tomando como origen la posicién en la que se encuentra la espira de trazo continuo y como
sentido positivo el de rotacién de la espira, €l angulo de giro a, en funcién del tiempo es:

o =2z t/T=2nz ft=o t(radianes)
@ =2 7 f (pulsacién o frecuencia angular)
Si el origen de tiempos coincide con el de éngulos, la expresién del flujo que atraviesa la espira
en un instante t, es:
$=B.S donde: B vector induccién magnética
S vector superficie de la espira
¢ = ¢, cos ot

siendo ¢, €l flujo maximo abarcado por la espira. Si se tiene en cuenta t a partir del momento en
que la espira pasa por @, entonces el flujo vendré expresado por:

¢ = d, cos (ot + ¢) que es la forma més general de una fimcién senoidal.
La fuerza electromotriz inducida en Ia bobina, debido a la variacién del fhujo, seri:
e=-Nd¢/dt=N o ¢, sen (ot + ¢)=E; sen (ot + ¢)
La fuerza electromotriz inducida en la bobina queda representada por una senoide.
siendo:
No ¢,=E,
El dispositivo dibujado en la figura, constituye un alternador elemental.
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1.4.- Valores asociados a las formas de onda senoidales

Para las formas de onda senoidales, podemos definir los siguientes términos:

Valor de cresta.- Es el mayor valor de la funcién. Coincide con la amplitud.
A.=E,

Valor de cresta a cresta.- Es la diferencia algebraica entre el valor méximo y el minimo.
Es el doble de la amplitud.

An.-A =2E,
Valor medio.- Es el promedio integral en un periodo, es decir, el valor medio de un ciclo.
Su expresion es:

A, =UT [ ft) at

Fn funciones senoidales se considera el valor medio en un semiciclo, ya que el valor medio en
un periodo es cero. Se tiene, pues:

A_=2E/T [T sen ot dt = 2E/T [- cos at/o],"™ =2/n E,= 0,6366 E,=0,6366 A,
Valor eficaz- Es la raiz cuadrada del valor medio del cuadrado de Ia funcién en un periodo.
A =T | £(1) at)

En funciones senoidales: A2 =BT [T sen’ @t dt = E/T [t/2 - sen zgrmj, =E7f2
A=EM2=0,707 A,

Factor de cresta.- En las ondas senoidales se le suele llamar también factor de amplitud.
AJA=12

Factor de forma.- Es 1a relacién entre el valor eficaz y el valor medio.
Al A =22

Podemos deducir el valor eficaz de la fuerza electromotriz generada por un alternador elemental:
E=E/\2=N o ¢)"\2

Teniendo en cuenia que: o=2nf

El valor eficaz de la fuerza electromotriz inducida es:

' E=V2nf Ng,=444f N¢,

Expresién muy utilizada en Electrotecnia.



2.- rminacién_del i estacionario senoi r el método de los coeficientes
indeterminados

Para el circuito de la figura:

R :
i
+
e(t) = E, cos (ot + ¢,) L
La ecuacién diferencial representativa, es: (LD +R)i=E,cos (ot +q)
donde: D es el operador diferencial
* Ensayamos una solucién del tipo: i=1, cos (ot + @)

E, cos (ot + @) =- @ L I, sen (ot + ¢;) + R ], cos (ot + ¢))
ecuacién que se ha de verificar para cualquier valor de t.

e Parawt=0 — E,cos@.,=RI,cosp,- ® LI;senq,
e Para ot=m/2 -  Egseng,=R]I,;sen g+ o LI cos g

Estas dos ecuaciones constituyen un sistema que nos permite calcular I, y ¢,, que determinan el
valor de i. Son las ecuaciones de proyeccién sobre el eje 0X y sobre €l eje 0Y de 1a relacién
vectorial que se muestra en la figura.

oy De la figura deducimos:
E, =R I +0’ ') =L, \® + @’ L%
E,
L=
TR +0’1?)
oL
Q; = Q.- arc tag ——
X R
La solucidn estacionaria es:
E, oL
i) = cos(@t+q,-9),  siendo:  @=amtag—
VR? + 0’ L) | R

La expresién V(R? + »* L?) la denominamos impedancia.

Este método presenta dificultades para determinar la solucién en un circuito més complicado.




Esta representacién estd basada en la formula de Euler.
e = cos ot +j sen ot (¥)
e = cos @t + j sen ot

& 4 g e e
siendo: cos Ot = —————— sen @t =

2

2 2j

La ecuacién (*) representa en el plano complejo un vector unitario que gira en el sentido directo,
con velocidad ® rad/s y que genera la onda cos a¥ por su proyeccion sobre el eje real, y 1a onda
sen ax por su proyeccién sobre el eje imaginario.

5 N Designando por Re a la parte real y por Im
L M a la imaginaria, podemos escribir:
/ SRy

{ P T

i - . cos ot =Re [¢”]

\ cosot | Re i

"‘n‘ o : sen @t =Im [¢™]

“ n 2 5
. P
& e

Para una ﬁmcmfm senoidal general podemos poner:
f(t) = cos (0t + @) =Re [A, ™" "] =Re [(A,€") €]
f(t) = sen (ot + @) =Im [A, " ¥] =Im [(A, ") €]
4.- Representacién fasorial

Hemos visto que se pueden tomar ciertos niimeros complejos y sus vectores asociados como
representativos de las funciones senoidales.




Sea una funcidén armoénica general, f{t) = A, cos(@t+p), que puede escribirse de la forma:

A, cos(@t+) =Re [A, &' 9] = Re [(4, ¢¥) ']
El niimero complejo 4, = A,:, ¢® y su vector asociado definido por la posicién que ﬁcupa para =0
el vector rotatorio de médulo A, contienen informacién necesaria para determinar A, cos(@t-+o)
pues la posicién del vector rotatorio en un instanie cualquiera t, se obtiene multiplicando 4, por
e, (se entiende que la pulsacién @ es conocida).
Al mimero 4, se denomina amplitud compleja y puede expresarse en alguna de estas formas:

=A, " =A, Lp=A,(cos @ +jsen @)= A’ + A",

A,c” (forma exponencial)

Ay, Lo (forma polar)

A, (cos @ +jsen @) (forma factorial o trigonométrica)
A+ A", (forma binémica)

El método de célculo basado en la representacién de las fimciones arménicas por nfimeros

complejos se denomina método de las magnitudes mnmlejas, método de las amplitudes
complejas, o método simbolico.

Dt iaietiis AITHE e estadiamarip vomebivl pau ol eiitedle ik iile

Sea un circuito cualquiera con una sola fuente de excitacién, que suponemos que es de tensidn:
€= By 699 = (B, &%) ¢ = 2, ¢ =, cos (@t + 9 + ] Ey sen (0t + )

La tensién o la intensidad que aparece en cualquiera de los elementos del circuito como

respuesta a la excitacién, se puede determinar aplicando el principio de superposicién, como

suma de las respuestas a las excitaciones:

e, =E, cos (ot +.)
€; =] E;sen (ot +¢)

Por el carécter lineal de las ecuaciones de los circuitos, la respuesta a la excitacién e, es la misma
que se obtendria para:

e=E, sen (ot +¢.), pero multiplicada por j.
No tiene existencia real una fuente de alimentacién compleja, pero los resultados anteriores nos
dicen que si queremos determinar la respuesta a la excitacién real expresada por e, podemos
obtenerla calculando la respuesta a la excitacién compleja y tomando de ella la parte real.
Anilogamente, para determinar la respuesta e = E, sen (ot -+ @), tomaremos la parte imaginaria.
Para concretar ideas, volviendo al circuito RL visto anteriormente.

La fuente de tensién de excitaciénes:  e(t) =E, cos (ot + @)
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simbdlica de la tensién de la fuente e = (E, &%) ' = £, €, se tomar como solucién partumla:r
adetarmmar

i=(, ") =9,
Sustituyendo en la ecuacion diferencial del circuito:

@LD+R) %, d"=5," = (oL+R)7,=5

Y, por tanto
E, ™ E,
I, e = - foe o
R+joL VR*+e’L?)
siendo:
ol
P=Q.-@;=arctg ——
R
' E,
Tomando la parte real, tenemos:  i(f) =1, cos (ot + ¢;) =————————cos (ot + @, - @)
: VR +@?13) '

En resumen de la ecuacién diferencial hemos obtenido la ecuacién algebraica, sin mis que

sustituir €l operador D por jo yloswlmmsmnmnensdelatmmﬁnydelamdadpmsus
respectivas amplitudes complejas.

Si la tensién hubiese sido: e(t) = E, sen (at + ¢,)
E,

VR +a’L?)

La intensidad tendria por expresion: i(t)=I,sen (ot + @)= sen (ot + @, - @)

Se denomina impedancia compleja a la expresion:
g2=R+joL=R+jX=Ze’=Zcos@+jZseno=2Z Lo
Podemos escribir: £,= 29,  expresion compleja semejante a la Ley de Ohm.

5.- Respuesta senoidal de los elementaos pasives basicos

Resistencia Ecuacion: u(®) =R i)
Cilculo simbélico: u=V2%
i=29¢&"
Susﬁﬁ:ymdnenlaemaniéﬁ&elelmmm: #=RY donde: %=U "
9=1¢"
Las ecuaciones anteriores nos dicen que: U=RI
D=

Las ondas de tensi6n e intensidad estin en fase, siendo la relacién entre sus amplitudes, o entre
sus valores eficaces, ignal a R.



Pasando a expresiones en el campo real:
U
u=12U cos (ot + ¢,), i=2 — cos (ot + @)
) R

Condensador |3
Ecuacidn: u(t) =—['_ idt
C
1 1 1
Célculo simbélico: # & =——9&*'=—-9" = #=—-9g, 9=joC%
CD joC joC
1
Es decir: U=—-1, I=eCU
oC
q}u={pi"n"’2

La onda de intensidad esti adelantada /2 respecto de la onda de tensién.

En valores reales se tiene:

u=w!2Ums(mt+%),_ i=V2 @C U cos (ot + @, + 7/2)

Bobina di
Ecuacién: wf)=L-— .
dt
=
Célculo simbélico: # ™ =LD 7™ =joL 7™ = %=joL9, I=—%
joL
1
Es decir: U=oLl, I=—1U
ol
Q. =@;+ /2

La onda de intensidad esti retrasada n/2 respecto de la onda de tension.

Pasando a funciones reales:
U
u=V2Ucos(ot+q), i=V2— cos(ot+g,-n/2)
()
6.- Impedancia y admitancia compleja

Las relaciones algebraicas entre la tensidn y la intensidad complejas se puede expresar en la
forma general: ; '

u=39 o en la forma: I=%%

% es una cierta expresién de jo a la que denominamos impedancia compleja, o simplemente
impedancia, e % es otra expresién de jo que se denomina admitancia compleja, o admitancia.



Impedancia compleja 2=R+jX=Z Lop=Ze"=Z(cos ¢ +] sen )
Definiciones: =~  Resistencia: R=Re [F]
. Reactancia: X =Im [Z]
Impedancia: Z = [Z]
Las tres magnitudes tienen la dimension de una resistencia y se expresan en Q.

Admitancia compleja #=G+jB=Y Ly=Y &"=Y (cos y +j sen y)

Definiciones: Conductancia: G=Re[7%]
susceptancia: B =Im [%]
Admitancia: Y=[%]

Las tres magnitudes tienen la dimensién de una conductancia y se expresan en Siemens.

Tenemos las signientes relaciones:

IMPEDANCIAS ADMITANCIAS
Z=IR*+X?) | Y =VG*+B?)
X B
R G
R=Zcosq - G=Y cosy
X=Zseng B=Y senvy
‘ 1 1
Ze¥ = = Z= = Q=-y
Y &Y ¥
Para una bobina: 2=joL=oL £n/2 = X =ol, Z=oL
1 1 -] 1 1
Para un condensador: == fmf) = — = Xe=-—, Z=—0
joC oC aC wC aC
7.~ Circuitos basicos R. L. C
i), A A A AN m ”
R L C

o

Para el régimen senoidal permanente se verifica:

1 1
#=R+joL+-—)7=R+j(@L-—)]7=237
j.IIIC oC
9




1
g2=R+j(oL--—)=R+j (X, +Xo),
oC _
Las reactancias X, y X, son de signo opuesto. La reactancia total es: X=X, + X,

Si la reactancia total X es positiva, la reactancia tiene caricter inductivo:
1 1
X, > Xo oL > -——, L>-—,
oC C
La intensidad va en retraso respecto a la tension.

Si la reactancia total X es negativa, la reactancia tiene caracter capacitivo:
1 1

X, <X, ol <, L<-—,

oC C

La intensidad va en adelanto respecto a la tensién.

En la expresién polar tenemos: 2=Z Lo : | 1

' ' ol ——

: B oC

siendo: Z=\[R*+(@L-—)], @ = arc {g -—————

: C R

A toda operacién entre mimeros complejos corresponde otra entre sus vectores asociados. Por
consiguiente, los circuitos pueden ser estudiados mediante operaciones con vectores. Este
procedimiento grifico ofrece la ventaja, respecto del algebraico, de que las relaciones de fase y
amplitud entre todas las tensiones ¢ intensidades quedan expuestas de una forma muy clara e
inmediata.

Agrupacion en serie:

Tomamos la intensidad comiin a todos los elementos como origen de fases. Consideramos tres
casos:

1
Impedancia inductiva: X=X +X>0 - ol > —

oC
-~ 1
|| =i Fxfz‘j;g
-y %=jX,? : i X, =jaL.
P P
%-R7 7" R

La intensidad va retrasada respecto de la tensién. _
U=+ U + U Diagrama de impedancias

10



aC
T z=i%7
#%=RY '
7 »
m -
U =) X7
U=29
La intensidad va adelantadar&spectﬂdﬂlate‘nsiﬁn.
' 1
Impedancia resistiva pura: X=X, +X.=0 -3 olL=—
aC
%e=j X
% =31X.7
U= =R7 y_l g

Iamtﬂns1dad v 1a tensién estim en fase.

Agrupacion en paralelo:
Tomamos la tensién comiin a todos los elementos como origen de fases. Consideramos tres
casos:
1
Admitancia capacitiva:  B=B.+B >0 -  oC>—

ol
il 1
=jB, % e e
=18, oF.
I=3o : : . !
: fe=i B % . jBc=joC
L : \J :
?g=Gﬂ ﬂr * G

La tensién va retrasada respecto de la intensidad.
9=9p+ 9+ 7% Diagrama de admitancias
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Admitancia inductiva: B=B.+B; <0 — oC<—-

oL
9.=jB.%
%.=G% &
‘V -
9]_ "_J BLﬂ
I=Yu

La tension va adelantada respecto de la intensidad.

Admitancia conductiva pura: B=B.+B,=0 - aC=—

9,=iB, %

9.=jB.7

9=9,=G#% =

5
v

La intensidad y la tensién estén en fase.




4 valor maximo (Up)
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Figura 2.2 Representacion de senoide en un plano complejo y en el dominio del tiempo
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CIRCUITO SERIE

E

Nl
"‘--I

R
(7 z

el "'--I

)

= R+ joL-——|I
[ i wC]

ORIGEN DE FASES

I=1,0°=1020° A

DATOS

Carga Principalmente Capacitiva

Carga Principalmente Inductiva
R=20Q R=2Q
X, =3Q X, =3Q
X.=-20 X.=-40
TENSION DE LAFUENTE

E=22,36.26,56°V

E=2236/-26,56°V

DOMINIO TEMPORAL

i(r)= V21 cos(mt)= J2-10 -cos(2750-1)

e(r)= J2E cus(mr+fase{§))

=/2:22,36-cos (27501 +26,56°)

e(r)=2E cos[mr +fa3e(.’*:"])

=/2-22,36-cos (27501 -26,56°)




